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Cours - Séquence n° 16 - CALCUL INTEGRAL

I- INTEGRALE D’'UNE FONCTION CONTINUE ET POSITIVE SUR UN INTERVALLE

Définition :
Dans un repére orthogonal (O ; 01, 0]), 'unité d'aire (notée u.a.) " ’
est I'aire du rectangle OIK] ol K est le point de coordonnées (1 ; 1).

Définition
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. unité
Soit C; la courbe représentative de f dans un repére orthogonal. i L
L'intégralede a3 b de f est 'aire du domaine limité par : :\.
n (& f s b)
= ['axe des abscisses ;
= lesdroites d’équations x = a et x = b.
Notation :
b - >
Ce nombre réel est noté : [ o [(x)dx etonlit: « intégrale dea ab def ».

[ol IR

)

i Cette notation est due au mathématicien allemand Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 ; 1716). Ce
= symbole fait penser a un "S" allongé et s'explique par le fait que l'intégral est égal a une aire calculée
{ comme somme infinie d'autres aires.
¢ Plus tard, un second mathématicien allemand, Bernhard Riemann (1826 ; 1866) établit une théorie
- aboutie du calcul intégral.

..........................

Remarques
1) Lenombre [ : f(x)dx ne dépend que de f et de [a ; b]. Ce nombre est indépendant du choix des unités sur les axes.

2) a et b sontles bornes de I'intégrale.
3) On dit que x est une « variable muette» car elle n'intervient pas dans le résultat. Elle peut étre remplacée par

n’importe quelle lettre a I'exception de a etde b : f: flx)ds = f: f)dt = f: f)du...

Exemple

f est la fonction définie sur [-3 ; 3] par sa courbe C;. Calculer fB f(t) dt.

: g&f’cmr‘zw4%5‘5/31(“(9“?«;#‘@\&««@wan
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Si f est une fonction continue et positive sur [a ; b], alors :
1) [P f@dx=o0.
2) Pour toutréel c de [a; b],

ja@ F(x)dx + g fx)dx = f: f(x)dx (relation de Chasles).

f est une fonction positive, croissante et continue sur un intervalle|a; b}. y <
€estla courbe représentative de f dans un repére orthogonal. :
On subdivise l'intervalle [a;b] en n intervalies de méme longueur

h = P—-———-— et on note xk = a + kh avec k nombre entier naturei 0= k =n
n ,

Si f est une fonction continue, croissante et positive sur [a ; b], alors pour tout entier naturel n > 1:

. “i f)
k=1

b
< ]f(x)dx < b

1. Si f estune fonction continue, décroissante et positive sur [a ; b], il faut changer le sens des inégalités
2. Plus la valeur de n augmente, plus plus I'encadrement de i) : f(x)dx a une amplitude petite.

Exemple

f estla fonction définie sur [0 ; 1] par f(x) = e*.

1. Utiliser la méthode des rectangles pour déterminer un encadrement de = fol f(x)dx.
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2. Voici une fonction « rectangles » écrite en langage Python qui permet d’obtenir un encadrement del.
Programmer la calculatrice et vérifier l'affichage obtenu lorsque n = 500.

T e P

frmnmaﬂzlmmrtﬂ R e S >>> rectangles{500)

deff(xg) (1.716564119391158, 1.7200006¢
=expix
Xetugn ¥

~def rectangles(n):
T som=0
for k in range(l,n):
som=som+T{k/n>
soml=1/n*(som+f{0))
som2=1/nx{som+f(1))
return soml, som2

: théoréme fo ental du in

La fonction F définie sur [a ; b] par F(x):f;r f(t) dt estla primitive de f sur [a ; b] qui s’annule en a.

7 f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].
(Par conséquent, F est dérivable sur [a ; b] et sa dérivée est f).

] !er gaS s h 2 !!
On considere deux réels x et x + h de l'intervalle [a ; b].

On veut démontrer qile : ’11% f-(f-+—hz—"-£(—xl = f(x).

E(+8)— B = L S i L “fe)de = f M L ")t = L e dr /

Comme f est continue et positive sur [x ; x + h], I'aire sous la courbe de f sur [x;x + h] -

est comprise entre les aires des rectangles ABFE et ABHG. Or, Aire(ABFE) = h x f(x) et 3
Aire(ABHG) = h X f(x + h).

Comme f est croissante sur [@;b),ona:h X f(x) <F(x+h) — F(x) <h X f(x +h)

Puisque h > 0,0ona: f(x) < Eﬂ%ﬁ(ﬁ < f(x+h)

» 2ecas:h <0 Ladémonstration est analogue (encadrements inversés) : f(x + h) < w

= Conclusion
Comme f est continue sur [a ; b], en particulier, f est continue en x et donc 'ltirrﬁl) fQx+h) = f(x).

D'apres le théoréme des gendarmes, 'lli_% i(ﬂ'%:i(f-) =

valable pour tout réel x de [a ; b]. F est donc une primitive de f sur [a; b]. Par ailleurs, F s'annule en a, car F(a) =
< : f(t) dt = 0.F est donc la primitive de f sur [a ; b] qui sannule en a.

<f(x).

f(x).Et donc F est dérivable en x et F'(x) = f(x). Et ceci est

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].
Pour toute primitive F de f sur [a ; b], f f(x) dx =F(b) - F(a).

5 o
f est continue sur [a ; b], donc f admet des primitives F sur [a ; b].
f est continue et positive sur [a ; b}, d’aprés le théoréme fondamental, il existe une fonction G définie sur [a; b} par

G(x) = f: f(¢) dt.F et G sont des primitives de f sur [a ; b]. Donc il existe un réel k tel que G(x) = F(x) + k.
Or, G(a) = 0 car G(a) = f; f(t) dt =0 F(a) + k =0 k =-F(a).
D'autre part, f:f(t) dt = G(b), donc f: f(t) dt = F(b) + k, soit f: f(t) dt = F(b) - F(a).
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I- INTEGRALE D’'UNE FONCTION CONTINUE DE SIGNE QUELCONQUE SUR UN
INTERVALLE

Définition ion au i

nction f conti de si lconqu

- L'intégralede a a b de f est le nombre réel F(b) - F(a) ou F est une primitive de f sur I'intervalle [a;b].
Notations

¢  On note encore ce nombre : | : fF(x) dx.

e En pratique, pour calculer f: f(x) dx, on détermine d’abord une primitive F de f sur [a ; b] et on écrit :

; J? ) dx =[F(0)] & = F(b) - F(a).

Propriété (conséquence immédiate)

[lSi [ une fonction continue sur un intervalle [a ; b], alors |, : f@)dx=- f: f(x) dx.

Exemple 1
Calculer ['(—x? + 4x — 3) dx.

-----------------------------
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I e : inf n géom e .
Dans un repére orthogonal, & est le domaine situé entre la courbe représentative d'une fonction f

I'axe des abscisses et les droites d'équations x=aetx=b.
On note aire (&) I'aire du domaine & en unités d'aire.

Cas d'une fonction f continue et négative sur{a ; b]
aire (@) =- [ Fldx =
En effet, par symétrie par rapport a I'axe des abscisses, l'aire de & est \—' fu
égale & l'aire du domaine situé sous la courbe de - f(qui est positive). @
SiF est une primitive de f sur [a; b), alors - F est une primitive de - fsur /
[a;b).Donc: flv)

aire (@)= [ (- fio)dv= [ Flal, =~ (F(b) - Fla) = - J7 fwdv.
Vocabulaire:On dnt que f° flx)dx est 'aire algébrique du domame i (elle est positive si fest positive
sur [a ; bl, négative si fest négattve sur [a; bl).
Cas d’une fonction f continue et de signe quelconque sur [a ; b]
Laire de & est la somme des aires algébriques des domaines définis
par des intervalles sur lesquels f garde un signe constant. T —

Pour la courbe ci-contre :
aire (@) = [* fivd - o

/
7
-

[~

Auto Orthonormeé Naviguer Axes
8.4

Soit f la fonction définie sur [0 ; 7] par f(x) = sin (x + @)
dont voici la courbe représentative.

_Calculer I'aire du domaine limité par la courbe de f,
I'axe des abscisses et les droites d’équationsx =0etx =m
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Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].
Si, pour tout x de [a ; b], f(x) = g(x),

alors I'aire du domaine limité par les courbes de f et de g et les droites d’équations
x=aetx=h wtdonnéparf:(f(x) —gx)dx.

Soient f et g les fonctions définies sur [-3 ; 5] par: f(x) = 2x + 6 et g(x) = x?

-9,
On note (; et Gy leurs courbes respectives sur [-3 ; 5].

Démontrer que pour tout x de [-3; 5], f(x) = g(x), puis en déduire 'aire entre les courbes Cr et Cg sur [-3 ; 5]
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[II- PROPRIETES DES INTEGRALES

Propriétés : linéarité

Soient fet g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].
Soit k un nombre réel.

1) f:(f +g9)(x)dx = f:f(x) dx + f:g(x) dx.
2) [N dx =k f f(x) dx.

Exemple

--------------------------------------------------------------------

AL3
a9 - (¥ el e
-~ (,(JI é‘ i—m A
........................ @ assasfatansianes ....u reeteAetees eeeasNteae Nt A8t AN AN ATEATeANASSASEANt aNetNtNts NsatttttNtatNataNtstattItItItIItARARIARANTARLARSNLS
iFSs
+J = %
=
...................... g satanans SEAARS B3E4AL ALEARTASAAE AL AL ATAAAAAAN 1ACERA 4RAGAN S20RSE S SRRSO RS 5 ars
S _
PAY
X + 3 = ¢ <
— >
......................... o0t ek seatn eaate 14848 LS AR LA O A 1A RS AR 14 1AL R AR AL AR ISR LA IR S LR SR LIRSS R SR S AR SRR S R
~
TEY. =
........................... < ave 150050008 404408 848506 444 454 444440 414411444 414 408 41840444 E4E AL 4HIA 111 14414 4841 1H4 A48 LEL IR AHALIR AR SILILATESASISSIA SHRRIS LSS SRR LRSS AR RRS AR AR SR 00

---------------------

---------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------

---------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

REI_ T S PRt SN
r" Db Yau L
v ~ - -
DT < =
=
S ek e L B I R e
.
..zg‘...:s. ..........................................................................................................................................................
...........................
...................................................................................................................................................................................................

Saint Joseph du loguidy la Salle



Cours - Séquence n° 16 - Calcul intégral Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
Pour tous nombres c,d etede [a ; b],ona: fcdf(x) dx = j?f(x) dx + Jgf(x) dx.

Dé 3
fcd f(x) dx = [F(x)] ¢ = F(d) - F(c). Et, f: f(x)dx+ fed f(x) dx = [F(x)]1¢ + [F(x)] ¢ = F(e) - F(c) + F(d) - F(e)
= F(d) - F(c). Donc fcd f(x)dx= f: f(x)dx + f: f(x) dx.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
1) Si, pour tout x de [a;b], f(x) > 0,alorsf, f(x) dx = 0.
2) Si, pour tout x de [a; b}, f(x) < 0, alors f: fx)dx<o0.

Les propriétés réciproques sont fausses.

Par exemple, f_zl xdx = %, mais sur [-1; 2], la fonction x +— x ne garde pas un signe constant.

T
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].
Si pour tout x de [a ; b], f(x) < g(x), alors f: fxdx< | : gx) dx.

Démonstration
D’apres les données, g - f est une fonction continue et positive sur [a ; b].

Dong, par positivité de l'intégrale, f: (g—1) (x)dx = 0soit [ ab (g(x) — f(x)) dx = 0.

Donc, par linéarité de I'intégrale : f: gx)dx = f: f(x)dx.

' Exemple

Déterminer un encadrement de fla V1+xdx.
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ﬁ&WLS\ch/ww ...... ("JU‘L\Q“A@H«\&(‘M,\‘L’\F"”‘vmt
\I- \C ........ s 4’}%‘5 ................ fpdranle ne BNE 0 o Vs

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

AQ""’, & I‘\(‘dl'](w\»»‘mc‘ftk vrt;» Bt iinfie L oe S
- Page 8 -

Saint Joseph du loguidy 1a Salle



//I
4

// Cours - Séquence n® 16 - Calcul intégral Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

?
4 ( < ? # (’ 3 P
\ Y2 ol | Adic AN N )ft)c
sssesnassanasas tt‘-uuuu.uuuuu aannasfessPhactassatssncascansanassasesasssssieanancs MaassssasAss ssaatscactasestetana s aasssansnnane R PP P LT T TP R TP PYNY
m I ¢ ShEds ot T3
“ Q¢ At A e g 2
trtsataataanasatetateasaante crssnssnetia AR st st s s s N s deRassa e s T e eanesan 108 10000880888 108 ANE0AA08A0NN0EEMETINANANENENIAIEALIRNINAL BatANARTNI RARBER RTINS ANS
3 N 2 <fi \ \(::;t;:.;;, ol > 4:!
B R N O T T R eee80a88s8040a004E0EANNAtRAANILAARARNS SAGIATARI AL SRS ARG RRT RN NS
et aaeaes eeean atn 4e8 499408 404 444408 £4LESEARRALS ALTANE 18401 408 A4S 4144104 A4 448 411 ALT RS A4S AT 4 A0S HLLILAATAATE AL EA1EIALILANLAAAILITIILNATELLLLLLITANIANAIALANNAINALAINAANLALI LN RIRRR SRR RS

et ateea aateas Ata et atN Nt Ataets tttatttatatatasantattattitetatattittatatatattestiatittitiateitttitintessatanttitiateinnietiinitassasiaatianattsstititictaNctLIANILL RN ACTRGSAS sesssasanane

Définition

Soit f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b].

La valeur moyenne de f sur [a : b] est le nombre réel y défini par :u = -lea- i} : F(x)dx

Interprétation graphi nsl ositi r fa;b

Dans un repére orthogonal, Cy est la courbe représentative dela fonction f.
Alors f: f(x)dx = u(b — a).

Dong, l'aire du domaine situé sous la courbe Cr est égale a

l'aire du rectangle de dimensions u et b — a.

Exemple =
On modélise 2 I'aide d'une fonction le nombre de malades lors d'une épidémie.
Au x-iéme jour apreés le signalement des premiers cas,

le nombre de malades est égale a f(x) = 16x* — x3.

Voici la courbe représentative de la fonction f sur [0 ; 16]. »

Déterminer le nombre moyen de malades chaque jour sur une période de 16 jours. 1

0
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Cours - Séquence n° 16 - Calcul intégral Tle Spécialité Mathématiques — 2025/2026

IV- INTEGRATION PAR PARTIES

réme : in n

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que u’' et v’ soient continues sur L.

Alors , pour tousréelsa etbdel,ona:
b b

j w'(x) v(x) dx = [u(x) v(x)]5 - f u(x) v'(x) dx.

a a

Dé L
Les fonctions u et v sont dérivables sur I, donc le produit uv est dérivable sur I et (uv)’ = u'v + uv'.
Les fonctions u, u', v, v’ étant continues sur |, les fonctions u'v, uv’ et (uv)' sont aussi continues sur .

Pour tous réels aetbdel: [ : (wv)'(x) dx = f:(u'v +uv')(x) dx
Par propriété de linéarité : [ : (uv)'(x) dx = f: @v)(x)dx+ [ : (') (x) dx

Or, uv est une primitive de (uv)’ sur |, donc: | : (uv)'(x) dx = [u(x) v(x)]2
On obtient ainsi: [ : @' v)(x) dx+ [ : v") () dx = [u(x) v(x)]2

Donc: [ : w'v)(x) dx = [ulx) v(x))2 - f:(uv') (x) dx. Soit: [ : W) vix) dx = [ulx) v(x))2 - J : u(x) v'(x) dx

Exemplel
Calculer I = [ x sin(x) dx.

*Nax elo 1) wlx) == coln) ebvir)=o2e
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Exemple 2

Soit x un réel strictement positif. Calculer

Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

ff In(t) dt. En déduire une primitive de la fonction In sur ]0 ; +oof.
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